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Zasada nieoznaczono$ci w mechanice kwantowej

Zasada nieoznaczono$ci (Heisenberga) w mechanice kwantowej nie opisuje
granic doktadnosci pomiaréw, lecz fakt, ze czastka ,,nie moze
jednoczesnie” mie¢ dobrze okreslonych np. pedu i potozenia:

AxApy, > h/2m

gdzie A odpowiada wariancji rozktadu prawdopodobienstwa wokét sredniej.
Podobnie w analizie sygnatéw.
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Ttumaczenie formalne

lloczyn wariancji w czasie o2 i w czestoéci kotowej o2 dla funkcji
s € L?(R) jest nie mniejszy niz ;
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Ttumaczenie formalne cd

gdzie:
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Dla czgstosci f = &+ mamy:
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Ttumaczenie intuicyjne

t-o, t+o,

W miare wzrostu czasu obserwacji spada doktadnos¢ jego wyznaczania,
przy jego skracaniu spada doktadno$¢ wyznaczania czestosci.
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Ttumaczenie intuicyjne cd.

Dtugi sinus (na gérze) ma dobrze okreSlong czesto$¢, ale nie mozemy wiele
powiedzie¢ o jego potozeniu w czasie (ciagta linia). Gdy zawezamy
(okreslamy) przedziat czasu, w ktérym sygnat wystepuje (dolne wykresy),
coraz trudniej méwi¢ o czestosci.
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Transformata Wignera-de Ville'a

Dla sygnatéw niestacjonarnych moc widmowa nie musi by¢ stata w czasie,
gdyz zawarto$¢ czestoSci moze sie zmieniaé. Analiza tego typu sytuacji
wymaga $ledzenia zmian gestosci energii sygnatu jednocze$nie w czasie i
czestosci. Pierwszym pomystem bedzie usuniecie ze wzoru na moc
widmowa w twierdzeniu Wienera-Chinczyna:

/e—"w (/ F(t)F(t + T)dt) dr

Otrzymamy funkcje zalezng od czasu i czestoéci; transformate
Wignera-de Ville'a:

Ws(t,w) = /s(t + g) s(t— %) e “Tdr
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Transformata Wignera-de Ville'a cd.

Wi(t,w) = /s(t + ) s(t—2) e rdr
Zalety
@ zachowuje energie sygnatu,
o wycatkowana po czasie Ws daje kwadrat modutu transformaty
Fouriera; |s(w)|?

o wycatkowana po czestosci; |s(t)|?

Wady
@ moze by¢ ujemna

@ zawiera ,wyrazy mieszane”
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Przyktad

Signal in time
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Wyrazy mieszane

Ograniczenie

Problem ten wystepuje we wszystkich kwadratowych reprezentacjach
energii sygnatu w przestrzeni czas-czesto$¢; w transformacie Wignera efekt
ten jest najbardziej widoczny.

Zgodnie ze wzorem na kwadrat sumy:
(a+ b)? = a® + b*+2ab

Obliczajac kwadratowa transformate sygnatu ztozonego z sumy elementéw
a i b, otrzymujemy reprezentacje wystepujacych w sygnale sktadnikéw a i
b oraz wyraz mieszany 2ab, ktéry moze pojawi¢ sie w takim rejonie
przestrzeni czas-czesto$¢, ze w odpowiadajacym mu przedziale czasu w
sygnale brak jest jakiejkolwiek aktywnosci.
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Wyrazy mieszane - ilustracja

Signal in time

Real part

Linear scale WV, lin. scale, imagesc, Threshold=5%
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Wyrazy mieszane - usrednianie

o Dla zminimalizowania tego efektu mozemy wykorzystaé spostrzezenie,
ze wyrazy mieszane zwykle silnie oscyluja, wiec lokalne usrednienie
rozktadu (po czasie i czgstosci) powinno zmniejszy¢ ich wkiad.

@ Rozne realizacje tego usredniania tworza bogata klase rozktadéw o
zredukowanych interferencjach (ang. ,reduced interference
distributions, RID" ), z ktérych kazdy moze dawa¢ lepsze od innych
rezultaty dla pewnej klasy sygnatéw.

o W kazdym przypadku mamy im silniejsze usrednianie tym gorsza
rozdzielczos¢.
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Wyrazy mieszane - usrednianie

Energy spectral density

Signal in time
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Spektrogram — oknowana transformata Fouriera

Przepis na krétkoczasowa transformate Fouriera (,,Short-Time Fourier
Transform, STFT" ) polega na wycinaniu kolejnych odcinkéw sygnatu z
pomoca okna g(t) (|lg|| = 1) i obliczaniu ich transformaty Fouriera.
Inaczej mozna to opisaé jako iloczyny skalarne sygnatu z oknem g
modulowanym czestoscia &:

Ce.to _/ g(t — to)e*tdt

Modut wspétczynnika cg ;, méwi o zawartosci energii sygnatu s(t) w
okolicy czestosci € i czasu ty.
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Spektrogram — dekompozycja sygnatu
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Spektrogram — dekompozycja sygnatu
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Spektrogram — przyktad

Co z wyrazami mieszanymi?
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Wyrazy mieszane

Spektrogram jest reprezentacja kwadratowa. Spektrogram sumy sygnatéw
nie jest suma spektrograméw sygnatéw sktadowych, jest tam jeszcze cos:

26 / 61



Plan wyktadu

© Klasyczne metody analizy czas-czestoéé

o Ciggta transformata falkowa

27 / 61



Ciagta transformata falkowa

Ciagta transformacja falkowa (ang. ,,Continuous Wavelet Transform,
CWT") dana jest wzorem:

ge.el

Po(t, V) = / x(s)W7 ,(s)ds

—00

a9 (3

gdzie

Gdzie a jest skalg. Od falki W wymagamy zeby miata $rednia 0.
Transformacje te mozna interpretowaé jako rzutowanie sygnatu na kolejne
wersje falki W przesuniete o t i przeskalowane o a.
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Falki

Falka to funkcja ¥ € L?(R) o zerowej $redniej:

oo
/ P(t)dt =0
—00

Reprezentacja konstruowana jest ze ,wspdtczynnikéw falkowych";
iloczynéw skalarnych sygnatu ze znormalizowanymi (||| = 1) funkcjami
generowanymi jako przesuniecia i rozciggniecia falki :

[e.o]

Csu = <5¢5,u> :/ S(tW(

oo s

t—u

)dt

Transformacja odwrotna istnieje, jedli zbiér falek {1);};., tworzy rame
(ang. ,frame"):

Ve3aso.8<ccAllsll® < D[, 5)|* < Bls|®
i€l
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Ciagta transformata falkowa cd.

Inne spojrzenie na transformacje falkowa uwidacznia sie gdy potaczymy
dwa powyzsze wzory:

Py(t,a; V) = 1|a| /_O:o x(s)¥* (5 ; t) ds

Tu widaé, ze dla ustalonej skali a transformacja falkowa jest splotem
sygnatu z falka o skali a.

Ten sposéb myslenia o transformacji falkowej umozliwia zastosowanie
szybkiego algorytmu obliczeniowego bazujacego na tym, ze splot w
dziedzinie czasu odpowiada mnozeniu w dziedzinie czestosci.
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Skalogram

Podobnie jak dla STFT i spektrogramu, mozemy dla CWT wprowadzi¢
pojecie skalogramu, bedacego estymata gestosci energii w przestrzeni
czas-skala.

Se(t,a; W) = |Py(t, a; W)[?

Dla falek, ktére s3 dobrze skupione wokdt czestosci f dla skali a =1
mozna wprowadzi¢ utozsamienie f = %J

Utozsamienie to pozwala przeksztatci¢ reprezentacje czas-skala w
reprezentacje czas-czestos¢:

Se(t, F; W) = |Py(t, o /f; W)[?
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Skalogram — dekompozycja sygnatu
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Skalogram — przyktad

Co z wyrazami mieszanymi?
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— wyrazy mieszane

Skalogram
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Zatozenia ogdlne

e Dopasowanie kroczace (ang. matching pursuit, MP) jest procedura
polegajaca na roztozeniu sygnatu na funkcje sktadowe pochodzace z
okreslonego zbioru funkcji (stownika).

@ Stowniki wykorzystywane w metodach czas-czesto$¢ czesto sktadaja
sie z funkcji Gabora tj. funkcji sinus modulowanej funkcja Gaussa.

o MP jest algorytmem iteracyjnym.

o W pierwszym kroku dopasowywana jest funkcja spetniajaca
okreslone zatozenia.

o W kazdym nastepnym kroku funkcja jest analogicznie dopasowywana
do residuum sygnatu, pozostatego po odjeciu wyniku poprzedniej
iteracji.

37 /61



Dyskretny stownik funkcji Gabora

Funkcje (atom) stownika czasowo-czestosciowego mozna wyrazi¢ jako
translacje (u), rozciagniecie (s) i modulacje (w) funkcji okna g(t) € L?(R)

g (t) = \Zg <t < u) et

Optymalnga lokalizacje w przestrzeni czas-czesto$¢ otrzymujemy dla
Gaussowskiej obwiedni g(t), co w przypadku analizy sygnatéw o
wartosciach rzeczywistych daje stownik rzeczywistych atoméw Gabora:

&) = K(79)e (%) sin(w(t — ) + 9))

K (7, ¢) zapewnia normalizacje ||g 4|/ = 1.
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Dyskretny stownik funkcji Gabora

Pomimo, ze analizujemy sygnaty dyskretne, parametry dopasowywanych
funkcji moga przyjmowac wartosci z przedziatéw ciagtych. W praktyce
korzystamy z relatywnie matych podzbioréw przestrzeni parametréw:

7 = A{u, s w}

Faza ¢ jest zwykle przedmiotem osobnej optymalizacji dla kazde;j
dopasowywanej funkgji.
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Definicja normy

Odwzorowanie | - ||: X — [0, 00) spetniajace, dla wszystkich elementéw
X,y przestrzeni X i skalarébw « z ciata K, warunki:

@ niezdegenerowania, ||x||=0=x =0
o dodatniej jednorodnosci, |ax|| = || x|

@ nieréwnoéci tréjkata (podaddytywnosci), ||x + y|| < |Ix|| + |yl

nazywa sie norma (w przestrzeni X), a przestrzen X z okreslong norma
|| - || nazywa sie przestrzenig unormowana.
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Norma w algorytmie MP

o Norma w algorytmie MP uzywana jest do okre$lenia elementu
stownika, ktéry nalezy uzy¢ do ttumaczenia sygnatu w pierwszej
kolejnosci.

@ Dobér odpowiedniej normy znaczaco wptywa na skuteczno$é
algorytmu.

@ Rozne normy sprawdzajg sie w réznych klasach sygnatéw.
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Norma b

Norma /b zwana metryka euklidesowa w przestrzeni wspétrzednych
rzeczywistych dana jest wzorem:

n 1/2
X[ = vx-x = (ZX,-2>
i=1

Metryka euklidesowa jest réwniez przypadkiem szczegélnym (z

parametrem 2) szerszej klasy metryk wyznaczanych przez tzw. ,,metryke
Minkowskiego”.
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Norma / w algorytmie MP

Niech dany bedzie zbiér funkcji (stownik) D = {g1, 42, -..,&n} takich, ze
||gi|| = 1. Algorytm Matching Pursuit (MP) jest procedura iteracyjna. W
pierwszym kroku wybierana jest funkcja gy, dajaca najwigkszy iloczyn
skalarny z sygnatem s, po czym w kazdym nastepnym kroku funkcja g,
jest analogicznie dopasowywana do residuum sygnatu R"s, pozostatego po
odjeciu wyniku poprzedniej iteracji:

Ros=s
R"s = (R"s, g,)&, + R"t1s
gy, = argmax |(R"s, g,)|
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Norma /5 w algorytmie MP cd.

Ortogonalno$¢ R 1s i 8y, W kazdym kroku procedury implikuje
zachowanie energii.

Jesli stownik D jest kompletny, procedura zbiega do f:

o)

S = Z <Rns7 g'Yn>g’Yn
n=0
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Norma h

Metryka Manhattan, takséwkowa, miejska, wielkomiejska — odlegtos¢
dwdéch punktéw w tej metryce to suma wartosci bezwzglednych réznic ich
wspbtrzednych.

W przestrzeni R” metryka ta dana jest wzorem

dm(%,¥) = D [xk = yil

Wyobrazmy sobie, ze z jakich$ powoddéw (kwadratowa sie¢ ulic
przypominajaca plan Manhattanu) mozemy poruszac sie jedynie w
kierunkach wschéd-zachéd oraz pétnoc-potudnie. Wtedy droga, jaka
bedziemy przebywa¢ z jednego punktu do drugiego, wyniesie wtasdnie tyle,
ile méwi o niej metryka miejska. W szczegdlnosci, jesli n =1, to

dm(x>y) = |X _y’
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Norma / w algorytmie MP

Niech dany bedzie zbiér funkcji (stownik) D = {g1, 4, -..,&n} takich, ze
l|lgi|| = 1. W kazdym kroku algorytmu obliczane s3 iloczyny skalarne
wszystkich funkcji g, z aktualnym residuum sygnatu. Nastepnie wynik
kazdego takiego iloczynu jest kolejno odejmowany od residuum.
Dekomponowany sygnat jest dyskretny, wiec w wyniku otrzymywany jest
ciagg liczb, bedacych réznicami w kolejnych prébkach sygnatu. Ciag ten
jest sumowany. W danym kroku algorytmu wybierana jest ta funkcja ze
stownika, dla ktérej tak uzyskana suma jest najmniejsza.

ROs =s

Rns = <Rns7 g"/n>g’Yn + Rn+15
gy, = argmin |R"s — g|
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Wrzeciona snu
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Wielozmienny algorytm MP (MMP)

W sygnale wielozmiennym (ang. multivariate) pojedyncza probke zastepuje
wektor wartosci opisujacych stan uktadu w danej chwili, jak jak na przyktad
potencjat EEG mierzony z wielu elektrod jednoczesnie. Jesli chcemy w
takich sygnatach szukaé cech wspdlnych, na przyktad tych samych struktur
czas-czesto$¢ wystepujacych w sasiednich kanatach zapisu EEG, musimy
ustali¢ wiezy okreslajace ktore z parametréw funkcji dopasowywanych w
kazdej iteracji muszg by¢ jednakowe (np. potozenie w czasie i szeroko$¢),
a ktére moga sie sie rézni¢ w sasiednich kanatach (w sposéb oczywisty
rézne beda amplitudy, ale moze sie tez zmieniaé np. faza).
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Wielozmienny algorytm MP (MMP)
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/tozonos¢ obliczeniowa

Wielkos¢ stownika zawierajacego funkcje Gabora zalezy m. in. od:
@ potozenia
o dtugosci sygnatu
o skali
o fazy

Wielkoé¢ takiej przestrzeni parametréw moze wynosi¢ nawet N*, co dla 20
sekundowego sygnatu daje 4096° - 4 = 274TB pamieci.
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Podsumowanie — zalety oraz wady algorytmu MP

Zalety
o Lepsze odwzorowanie stabych struktur
o Brak wyrazéw mieszanych
o Doktadna informacja na temat sktadowych sygnatu
°

Dla niektérych klas sygnatéw niezastapiony

Wady

@ Trudny w implementacji
Ztozony obliczeniowo
Zalezny od doboru normy

Zalezny od doboru stownika

e 6 o6 o

Wymagajacy duzej wiedzy a priori na temat sygnatu
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